UVOD DO MATEMATICKEJLOGIKY

Podporné ucebné texty pre vyucovanie matematiky
v 1.roc¢niku gymnazia

1. VYROKY
Pod pojmom "vyrok" rozumieme v beznom Zivote ¢osi ako VYsledok ROK ovania ( napr.
sldu, alebo komisie odbornikov ) - budi totiz dojem, Ze ide o pravdivé, nevyvratitelné
tvrdenie. V matematickej logike ma tento pojem "skromnejSi" vyznam: chépeme nim kazdé
zrozumitel’né oznamenie, ktoré moéZeme "ohodnotit™ z hr'adiska pravdivosti (¢iZze rozhodnut,
Ci je pravdive alebo nepravdivé). Napr. "2 x 2 = 5" je vyrok, lebo mu dobre rozumieme a
vieme, Ze neplati (v beznej aritmetike).

Priklad 1. Ktoré z nasledujucich viet st vyroky?
a) Michalovcami pretekarieka Laborec. [jeto wyrok; je pravdivy]
b) Brusel je hlavné mesto Ciny. [jeto vyrok; je nepravdivy]

C) 2.235=-1 [ietovyrok; jepravdivy]

d) Zotrite tabur'u! [niejeto vyrokK]

e) MobZeme sa hravo presvedcit’... [niejeto vyrok]

f) Macerveny sveter. [niejeto vyrokK]

g) (ath)2=a +b [niejeto wyrok]

h) Prevsetky redlne ¢islaab plati: (a+b)2 = a2 + b2. [jetowyrok; je
nepravdivy]

i) Mozno ngjst’ redlne ¢islaa,b také, aby platilo: (a+b)2=a2 +b2. [jeto wyrok; je
pravdivy]

j) Prevsetky redlne¢islaa,b plati: (at+h)2 = a2 + 2ab + b2. [jetowyrok; je
pravdiwy]

k) M&Sdoméacu tlohu? [niejeto vyrok]

[) Bledomodry svet. [niejeto vyrok]

m) Aspon dve zo strén tohoto 6-uholnika st zhodné. [je to vyrok]

n) Stvoruholnik ma susedné strany zhodné. [niejeto vyrok]

0) Vo vesmire existuje g ina civilizécia, ako je naSa| jeto vyrok; nevieme rozhodnulr o
jeho pravdivosti]

p) Kazdy modrooky ¢lovek je blondin. [jetowyrok; je nepravdivy]

r) Existuje parne prvogislo. [jeto wyrok; je pravdivy]

Za vyroky povaZujeme tie oznamovacie vety, ktorymi sa nie¢o zrozumiteP’ne oznamuije,
¢o méZe byt bud’ len pravdiveé, alebo nepravdivé.

Vyrokmi nie si napisy, rozkazovacie a opytovacie vety, neliplne alebo nejasne formulované
vety a pod.

Pravdivému vyroku priradujeme pravdivostni hodnotu "pravda" ("p" alebo "1") ,
nepravdivému "nepravda” ("n" alebo "0").

Hypotézou (domnienkou) rozumieme vyrok, ktorého pravdivostnd hodnota je neznama.

Priklad 2. Uréte pravdivostni hodnotu nasledujucich vyrokov:
) 23<32 [p]
b) Kazdy S&tvorecje geometricky Utvar. [p]
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c) Kazdy geometricky Utvar je &vorec. [n]
d) Sucet dvoch neparnych prirodzenych ¢isel je vzdy parny. [p]
€) Existuju prirodzené¢isla p,q,r také, Zeplati: p2+g2=r2.  [p]

f) Prekazdé prirodzené ¢islo n plati, Ze 20+ 1 je prvocislo. [n]
g) Kazdé prirodzené ¢islo sada zapisat’ ako sicet nanajvys
troch prvocisel. [hypotéza)

Cvicenia.
1. Napiste pat’ vyrokov auréteich pravdivostni hodnotu.
2. Napigte pét viet, ktoré nie st z réznych dévodov vyrokmi.
3. Uved'te priklad vyroku, ktory je pre vas (alebo pre vasho strodenca ¢i spoluziaka)
hypotézou.

2. NEGACIE VYROKOV

V matematike i v beZznom Zivote potrebujeme ¢asto popriet’ pravdivost’ urcitého vyroku -
Cize vyslovit’ sa v tom zmysle, Ze vyrok neplati, Ze plati "jeho pravy opak". Vyroku V' ,
ktory popiera pravdivost’ vyroku V, hovorime negéacia vyroku V . Vyrok a jeho negécia
maju zrejme rézne, opacné pravdivostné hodnoty. (Ak bol pévodny vyrok pravdivy, jeho
negécia je nepravdivé a naopak.)

Pozor vSak - definovat’ negéciu vyroku ako vyrok s opacnou pravdivostnou hodnotou nez
pbvodny vyrok je nepostacujlce (premyslite si to!).

Negéciu vyroku mozno vykonat
formélne - predradenim slovného spojenia "Nie je pravda, Zze" pred vyrok V;
inym - konstruktivnejSim spdsobom, ako ukazuje nasledujuci priklad.

Vyrok V Negacia vyroku V
Matematika je veda vied. Nie je pravda, ze matematika je veda vied.
Matematika nie je veda vied.
1+1=3 Niejepravda ze 1+ 1=3.
1+1t 3
Vonku nesvieti sinko Nie je pravda, ze vonku nesvieti sinko.

Vonku svieti slnko.
Kazdy &tvorec je geometricky | Nie je pravda, Ze kazdy &tvorec je geometricky

atvar. atvar.

Nie kazdy Stvorec je geometricky Utvar.
7<5 Niejepravda ze 7<5

735

Ked’ sa vo vyroku hovori o jednej z niekol’kych moznosti, musi jeho negécia zahrnat’ vetky
ostatné moznosti.

Cvicenia.



1. Negujte:
- Pri pokuse zapisat’ racionélne ¢islo 1/4 ako desatinné ¢islo nedospejeme k ciel'u.
Gréci nezmenili pod vplyvom hldskového pisma svoj povodny systém ¢islic.
n=2217
355/ 113 £n (n=3,14159265 ... ; 355/113 = 3.1415929 ...)

V matematike i v beznom Zivote s ¢asté vyroky s tdajmi o pocte objektov.
Patriak nim formulécie :
* aspon piati , minimalne piati, najmenej piati
* najviac trgja, maximélne traja
*  prave siedmi

a podobne.
Pri negovani tohoto druhu vyrokov mozno s vyhodou vyuzit' grafické znazornenie na

¢iselngj osi, ako ukazuje priklad:

vyrok V negacia vyroku V
a) Aspon dvaja navitevnici zostali do a) Najviac jeden nav&tevnik zostal do
konca konca
2¥%%¥aYaYaYa® [%4 |
|l—]—e— o o oo o— o | |
|
IO 1 23 4 5 6 012 3
b) V skladbe bolo pouZitych najviac 5 b") V skladbe bolo pouZzitych aspon 6
motivov. motivov.
[%2¥aYa¥a - YaYa| [ ®
o oo oo o| — ] ———— | —o—e.
1
012 3 45 6 0123456 7
c) Aspon jedno prvocislo je parne ¢) Ziadne prvocislo nie je parne
[%4% %2 Y2 Y2 %% ® |
L
01 2 3 4 5 6 01 2 3 4
d) Tao rovnica mapréve 1 redlny korei d’) Té&o rovnica nema Ziaden alebo ma
aspon 2 redlne korene.
I I [/ ®
[ —f
0 1 2 45 01 2 3 4
Cvicenia.

Nikto zo spoluziakov neprisiel.

Dané kruznice maju spolo¢né aspon 2 body.
MoZno ngjst’ najviac 3 prvocisla mensie ako 20.
Té&to rovnica ma préve 2 redlne korene.

Aspor jeden z nés Ulohu vyriesil.

3. VSEOBECNE A EXISTENCNE KVANTIFIKATORY
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Medzi slovné spojenia, ktoré vo vyrokoch vyjadruju Gdaje o poétoch objektov, st vyznamné
najma 2 druhy.

V&eobecny kvantifikator vyjadruje, Ze kazdy uvaZzovany objekt ma (alebo Ziaden nemd)
vlastnost’, o ktoru ide.

Napr. "kazdy", "Ziadny", "v&etky", "Tubovorlny”, "ktorykol'vek", "ani jeden”, ...

Existenény kvantifikator vyjadruje, Ze aspon jeden uvaZzovany objekt ma (alebo nemd)
vlastnost’, o ktoru ide.

Napr. "aspon jeden”, "mozno ngjst™, "existuje”, "niektory", ...

Priklad 1. Podciarknite v nasledujucich vyrokoch v3eobecné a existenéné kvantifikétory.

a) Existuje 6-uholnik, ktory méa aspor tri tupé vnatorné uhly. [Existuje]
b) Mozno najst’ prirodzené cislo, ktoré je delitefom kazdého prvocisla. [MoZno ngjst’;
kazdého]

c) Ani jeden koren rovnice x + 1 =0 niejekladnécislo.  [Ani jeden]

Negovanie vyrokov so vieobecnymi a existencnymi kvantifikatormi.

Priklad 2. Negujte:
a) V&etky ndsobky ¢isla 8 su parne ¢cisla. [Niektoré nasobky cisla. 8 nie st parne ¢isla]
b) Ktorykol'vek trojuholnik ma sicet dizok taznic vassi ako sicet dizok stréan. [Existuje
trojuholnik, ktory nema sicet dizok taznic vassi ako sicet dizok stréan.]
c) Niektory z korenov tejto rovnice je zaporny. [VSetky korene tejto rovnice si
nezaporne.]

Pokusme sa sformulovat’ pravidlo, podra ktorého by bolo mozné negécie tohoto druhu
"rutinne”" vykondvat'. Ked’Ze existuje znaénd rozmanitost’ v slovnych vyjadreniach ¢o satyka
existenénych a v&eobecnych kvantifikétorov, zaved'me pre prislusné kvantifikované vyroky
jednotny tvar:

Pre kazdy ... plati, Ze ...

Existuje ..., ktory ...

Pravidlo pre negovanie mozno potom vyjadrit’ tabul'kou:

vyrok V negécia vyroku V
Pre kazdy ... plati, Ze je... Existuje ..., ktory nie je ...
Existuje aspon 1 ..., ktory je... Pre kazdy ... plati, Ze nie je ...

Pri negovani mézeme teda pouZzit’ takyto postup:
X : pbvodny vyrok
X1 : vyrok preformulovany do jednotnej (matematickej) reci
X1*: negécia vyroku podratabulky pre negovanie
X* : negécia pdvodného vyroku preformulovana do beznej reci
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Napr.. A :Ziadny lichobeznik nie je rovnoramenny.
Al: O kazdom lichobezniku plati, Ze nie je rovnoramenny.
Al‘: Existuje lichobeznik, ktory je rovnoramenny.
A* : Dasazogrojit’ rovnoramenny lichobeznik.

Alebo: B : Niektoré zlomky sa nedaju zjednodusit’.
B1 : Existuje aspon jeden zlomok, ktory sa nedé zjednodusit’.
B1‘: Pre kazdy zlomok plati, Ze sa d& zjednodusit’.
B* : V&etky zlomky sa daju zjednodusit'.

Cvicenia 1. Negujte:
a) Kazdy modrooky ¢lovek je blondin.
b) Mozno ngjst’ redlne ¢islo x, pre ktoré plati : x2 < 0.
¢) Ziadny ¢lovek nema na hlave viac ako 300 000 viasov.
d) Existuje kladny korei rovnice x + 2 =0.
€) Prekazdéredne ¢islo a plati:
Ja+5=4+a+
f)Tretia mocnina 'ubovol'ného a+5=va+Vs redlneho ¢isla je kladna
g) Niektoré nasobky ¢isla 7 sl nasobkami ¢isla 5.
h) LCubovol'nému Stvoruholniku moZno opisat’ kruznicu.
2. Negujte:
a) Kazdadvojicageometrickych Utvarov ma spolo¢né aspon tri body.
b) Existuje trojuholnik, ktory ma aspon dva vnitorné uhly tupé.
c) Kazdy prvok mnoziny A je prvkom aspon jednej z mnozin B,C,D.
d) O ktoromkol'vek prirodzenom ¢isle plati, Ze m& najmenej dvoch
prirodzenych delitel’ov.
€) Kazdaz tychto rovnic mapréve tri redlne korene.
f) Ziadny z navrhovanych postupov nemé viac ako 10 krokov.
g) MozZno ngjst’ racionalne ¢islo, ktoré sa dé zapisat’ najviac piatimi roznymi
spdsobmi.

Dohoda o _symbolike: Pre stru¢nost’ a prehladnost” vyjadreni boli zavedené nasledujuce
znacky:
" ... v3eobecny kvantifikator (ma pripominat’ prevratené"A" - z nemeckého "alle");
$ ... existenény kvantifikator (z nemeckého "existiert").
PiSeme napr.:
" xI R:x230 (Prevsetky redne¢isax plati: x2 3 0.)
$xT N:(3n+1) jeprvocislo (Existuje prirodzené gislo ntaké, Ze 3n+1 je prvogislo.)

4. ZLOZENE VYROKY

Z jednoduchych vyrokov méZzeme pomocou "logickych spojok™ vytvérat’ zloZzené vyroky.
K logickym spojkam (' logickym operatorom) patria:
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Nazov Znxtka Vyznam
konjunkcia U "aslicasne"
alternativa U "alebo"
implikacia p "a&k ..., potom..."
ekvivalencia 0] "vtedy alen vtedy, ked’ ..."

negacia ¢ "niejepravda, Ze ... "

Pomamka. Alternativa sa niekedy nazyva aj digunkciou.
Pravdivost’ zloZeného vyroku zavisi iba od pravdivosti jeho jednotlivych zloziek (tych
jednoduchych vyrokov, z ktorych je vytvoreny), ato nasledujicim spésobom:

jednoduché zloZené vyroky
vyroky
A B AUB AUB Ab B AU B A'
0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0

Vaimnime si, Ze konjunkcia je pravdiva len vtedy, ked’ oba zi¢astnené vyroky st pravdivé.

Skuto¢ne: Vyrok "Mam mélo penazi a vydavkov (mam) vel'a' bude pravdivy len vtedy, ak
ma dotyc¢ny skutocne mélo penazi a skutocne vel'a vydavkov.

Naproti tomu alternativa je pravdiva "skoro vzdy". Nepravdiva je len vtedy, ak oba
zUc¢astnené vyroky st nepravdive.

Vyrok "Telegram priSiel popoludni alebo vecer" bude nepravdivy len vtedy, ak telegram
nepriSiel popoludni a neprisSiel ani vecer. VSimneme si edte, Ze alternativa znamené "alebo”
v nevylucovacom zmysle. Nie jeto teda"bud’ - alebo".

Implikéacia reprezentuje jednak "vyplyvanie" v beznom zmysle slova, ale je ponimana
vSeobecnejSie - umoziuje navzaom spgjat’ i vyroky obsahovo spolu nestivisiace. VSimnime
si, Ze podobne ako alternativa i implikécia je pravdiva "skoro vzdy". Nepravdiva je len
vtedy, ak prvy zGcastneny vyrok je pravdivy a druhy nepravdivy (z pravdy by vyplyvala
nepravda).

Predstavme si, Ze ktosi povie: "Ak si tdto Glohu sam vyriedil, tak ja som papez!" Co tym
chcel autor vyroku povedat’? Zrejme, Ze ty si Ulohu sdm nevyrieSil. Povedal to vSak
"ozdobnym" spbsobom, vyuZivajluc vlasthosti implikacie. Skuto¢ne: Jeho sugestivne
zvolanie ma byt nepochybne chapané ako pravdivy vyrok; sicasne je zremé, Ze nie je
papez.. Teda AP B je pravda, B je nepravda. (Pozri tabul’ku pravdivostnych hodnot
zlozenych vyrokov.) TakZe nutne musi byt A nepravdivym vyrokom. (“Ulohu si sam
nevyriesil.")



Ekvivalencia je pravdiva len vtedy, ak oba zU¢astnené vyroky maju rovnaku pravdivostni
hodnotu.

Negaciu uz pozname - na rozdiel od predoslych &yroch zloZenych vyrokov je vytvorend
pomocou jediného jednoduchého vyroku a pravdiva je len vtedy, ak pbvodny vyrok je
nepravdivy.

Priklad 1. Rozhodnite o pravdivosti zloZenych vyrokov:

a) Pytagoras bol starogrécky ucenec aB. Pascal Zil v XVII. storoci. [p]
b) Ak existuje rovnoramenny D, potom existuje aj rovnoramenny lichobeznik. [p]
c) Prvocisel je kone¢ne vel'a alebo ¢. 1 je zloZené ¢islo. [n]
d) (5jeprvogislo) U (7 < 5) [n]
e) (Tretiaodmocnina z 8 je 2) Utretia odmocnina z (-8) je (-2)) [p]
f) (7 niejeprvocisio) b (7 je delitelom ¢. 1001) [p]
g) (142=196) U (132=169) [p]
h) (Q1234321) = 1111)' [Nn]
i) Ak jecislo 2002 delitel'né siedmimi, potom je g ¢. 143 delitel'né siedmimi. [n]
) (32+42=52)0 (42+52= 62) [n]

Cvicenia.

1.Rozhodnite o pravdivosti zloZenych vyrokov:
a) Pre pocet uhlopriecok v Fubovol’nom konvexnom n - uholniku plati [p]

pn=n(n-3)/2 adebo py=n(n+3)/2.
b) Ak je D ABC pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C, potom pre jeho [p]
strany a, b, ¢ (pri obvyklom oznateni) plati: c2=a2 + b2

0 [((2>1.4) U(Cr<15)]* [p]
d) (p = 2217y ) [p]
e "Xl R [(x2=4)0 (x=8)] [p]

[ ]* Konjukciu tohoto druhu zvykneme skrétene zapisovat' (1.4 < C2 < 1.5)

Pomamka. Davajme si pozor pri naSich slovnych vyjadreniach o pouZitych matematickych
postupoch. Ak naSe Uvahy ¢i Upravy maju charakter ekvivalencie ("logickej rovnocennosti),
je namieste spojka "¢ize". V pripade, Ze ide o postup, ktory ma charakter implikécie
("dbédedkovy postup"), pouzijeme spojku "teda’.

5. VYROKOVE FORMULY. TAUTOLOGIE.

Tak, ako je mozné v "Ciselnej algebre" vytvérat’ pomocou premennych vyrazy,ktorych
"vyhodnotenim" - po dosadeni ¢iselnych hodnét premennych - dostaneme ¢islo, je mozné
vytvarat’ vyrazy a pomocou vyrokovych premennych. Hovorime im vyrokové formuly. Ich
vyhodnotenim dostaneme pravdivostni hodnotu "pravda’ alebo "nepravda’.
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Priklad 1. Zistite, pri ktorych hodnotéch vyrokovych premennych A, B nadoblda vyrokova
formula (A UB)'U (A'UB') hodnotu pravda..

Riesenie.

Zostavime prisludnu pravdivostnu tabul’ku:

Al B A | B [AUB|@UB' ] (AUB' U (A'UB)
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 0
1 0 0 1 1 0 0
1 1 0 0 0 0 1

Dan& vyrokova formula je pravdiva préave vtedy, ked’ oba z vyrokov A,B su pravdivé alebo
oba nepravdivé.

Vyrokova formula, ktor4 nadoblda hodnotu “"pravda' pri vSetkych variaciach hodnét
zUcastnenych premennych, sa nazyvatautolgia.

Priklad 2. Zistite, ktoré z nasledujucich vyrokovych formul si tautologie:
a A)U A b) [[AUB)U (A'UB')]
¢ [(AUB) U (A'UBY] d [(Ap B)U (AUB')]
e (AU B) UJ[AUB)UA'UB)]

Riesenie.

V&etky su tautologiami. Uved’me aspon niektoré z pravdivostnych tabuliek.

a)

AT T (A)Y [a)y0 A

0 1 0 1
1 0 1 1
b)
AlBlauB| (auBy [ A" [ B [AUB | (AUB)O (A'UB)
010 0 1 1 1 1 1
0|1 0 1 1 0 1 1
110 0 1 0 1 1 1
111 1 0 0 0 0 1

Negovanie zloZenych vyrokov.



Predchédzajdci priklad nebol ndhodny. Ked si formuly vSimneme blizSie, vidime, Ze
poskytuju navod, ako negovat’ zloZené vyroky. Napriklad v pripade c) vidime, Ze negovat’
aternativu je z hradiska logiky to isté, ako konjugovat’ negacie jednotlivych vyrokov, a
podobne. Formuly b), ¢) sa nazyvaju "de Morganove" pravidla
Priklad 3. Negujte vyroky:

a) Annasauci aVierahrd [Annasaneuci alebo Viera nehrg

b) Damsi ¢aj, alebo ('si dam) minerdlku. [Nedam si ¢aj ani mineralku.]

¢) Ak zmaturujem, pdjdem na vysoku 3kolu. [Zmaturujem a nepdjdem naVS]

d) Prezradimtito U ked’ sami zaviaze$ mi¢anim.

[Prezradim ti to a ty sa mi nezaviazeS mi¢anim alebo ti to neprezradim a ty sa mi
zaviazeS ml¢anim.]

e) Vceraneprsalo. [Vceraprsao.]

f) 2deli5 U 2deli6 [2nedeli5 U 2 nedeli 6]

g) 8<5<10 [835U5210]

h) 7deli 1001 b 7 deli 143 [7 deli 1001 U 7 nedeli 143]
Vré'me sa k vyrokovym formulam. Iste ste si vaimli, Ze pravdivostna tabulka, pomocou
ktorgg sme skumali formulu s jednou vyrokovou premennou, mala 2 riadky (vyrokova
premenna mohla nadobudnit’ hodnotu lalebo 0.) Skumanie formuly s dvomi vyrokovymi
premennymi vyZadovalo 4 riadky (kazda z vyrokovych premennych mohla nadobudnut
hodnotu lalebo 0O, takZe 2x2=4). Zrejme pri troch vyrokovych premennych bude potrebné
2x2x2=8 riadkov tabulky, atd’. Na poradi riadkov samozrejme nezalezi, pozor vSak
pri kontrole vysledkov.

Priklad 4. Zistite, ¢i ide o tautolégiu:
[(AUB)P CIU [AP (BP Q)] ...(*)
RieSenie.
Zostavme tabul’ku pravdivostnych hodnét:

AB|C|AU|(AUBPC|BPC| Ap (Bp C) (*)
B
0|]0|O0 0 1 1 1 1
0l0(1 0 1 1 1 1
0|1]0 0 1 0 1 1
Ol 1|1 0 1 1 1 1
11010 0 1 1 1 1
11011 0 1 1 1 1
11110 1 0 0 0 1
1111 1 1 1 1 1
Je to tautoldgia.
Cvicenia.
1. Zigtite, ktoré z nasledujlcich formul su tautologie:
a (AUB)'P (A'UB) (&no)



b) [[AP BYUBP A)JU [AU B] (éno)

c [AUA'UB)]U (AUB) (éno)
d [(A'"P B)U (AUB) (nie)
e AUA (4no)
f) (Ap B)U (B'b A) (éno)
g9 (A0 B)U (A'0 B) (ano)

2. Negujte:
- Nie som hladny a nie som sméadny.
- Ak dostanem cerstvé ovocie, neklpim kompot.
- PGjdem rovno domov alebo sazastavim v knihkupectve.
- Pomarance kupim len vtedy, ak nebudu citrony.
- Ak nepridem natas, zostanem vonku.

3. Zigtite, ktoré z nasledujucich formdl st tautologie:

a (A'UBYUB' b A)U(CU A) (nie)
b) [[A'UB)UBP C)]U(A'U C) (nie)
o) [(A'UB)UAUC) U(B UC) (&no)
d [AP (BUC)JU [AP (BP C)] (nie)
e [(AUB)UC]U [AUB UC] (&no)

Pomamka. V tomto ¢lanku sme sa venovali vyrokovym formulam. V. matematickej literatire
sa mozno stretntt’ s forméalne podobnym, obsahovo vSak zna¢ne odliSnym pojmom vyrokova
forma. Aspon strucne vysvetlime jeho obsah: Viyrokova forma je z&pis s premennymi, ktory
nie je vyrokom, ale ktory sa vyrokom stane po dosadeni kondtant za premenné. Inym
spbsobom, ako vytvorit’ z vyrokovej formy vyrok, je predradenie vhodného kvantifikétora.
Napr. "(a+ b)2 = a2 + b2 " nie je vyrok (je to vyrokova forma), ale "(2 + 3)2=22+32 " uz
vyrokom je. Podobne" " abl R: (a+b)2 =a2 +b2" debo" $abl R: (a+b)2=a2 +b2 "
s vyroky.

S vyrokovymi formami mozno vykonavat obdobné "operécie® ako s vyrokmi (z
jednoduchych tvorit’ zloZzené pomocou "logickych spojok™). Zavadzaju sa g pojmy definicny
obor vyrokovel formy a obor pravdivosti vyrokovej formy, pomocou ktorych mozno
rozmanité matematické poznatky terminologicky ujednotit’.

6. RIESENIE SLOVNYCH ULOH POMOCOU VYROKOVEJLOGIKY

Sa typy slovnych Uloh, pri ktorych je vyhodné urobit’ "vyrokova analyzu" textu a narieSenie
pouZit’ tabur’ky pravdivostnych hodndt vyrokov. Postup si ukéZzeme na priklade.

Priklad 1. Pri spractvani pocitatovych programov A,B,C platia tieto podmienky:
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Ak sa spraciva program A @ B, nespractiva sa C. Ak sa nespraciva A, spraciva
saB. Ak sa spraciva B alebo C, nespraciva sa A. Aké sl moznosti spractvania
pri dodrZani uvedenych podmienok?

RieSenie: Zaved’'me si nasledujlce ozntenie: A ... spraclva saprogram A
B ... spractva sa program B
C ... spractva sa program C
Podlatextu tlohy zrejme plati vyrok: [(AUBP C)]UA'P BJU[(BUC)b A1....(V)
Zostavme prisludnu tabul’ku pravdivostnych hopdnét:

B[C|A|C|AU|(AUB)PC| AP BUC | (BUC)p (v)
B ¢ B A’

ojfofo]J1f[1] O 1 0 0 1 0
ojof1]1|0]| O 1 0 1 1 0
of1]oJ1f[1] 0 1 1 1 1 1
of1]1]J1f0] 0O 1 1 1 1 1
1]o]lojo|1] 0O 1 1 0 1 1
1]ojJ1Jo]o] O 1 1 1 0 0
1/1{o]jo|1] 1 1 1 1 0 0
1l1[1]0]0]| 1 0 1 1 0 0

Ako vidno z taburky, sledovany zloZeny vyrok nadoblda hodnotu “"pravda' v troch
pripadoch, ¢o si si¢asne moznosti spracovania. SpraclUva sa len program B, alebo B a
Sicasne C, alebo len program A.

Cvicenia.

1. Pri vySetrovani krédeZe auta sa zistili nasledujice skuto¢nosti:
V inkriminovanom ¢ase sa na mieste ¢inu nevyskytoval podozrivy A, alebo tam nebol
podozrivy B. Ked’ sa tam nevyskytol B, nebol tam ani A. Podozrivy C sa na mieste ¢inu
vyskytol prave vtedy, ked’ tam nebol A.
Mozno jednoznatne uréit’ pachatel’a v pripade, Ze bol préave jeden? [Pachatel’om bol C.]

2. Rozhodnite, ktori Ziaci zo &tvorice A,B,C,D p6jdu na vylet, ak sa maju dodrZat’ tieto
zésady:
P6jde aspon jeden z dvojice B,D, najviac jeden z dvojice A,C, aspii jeden z dvojice A,D a
najviac jeden z dvojice B,C. Dalg je isté, Ze B nepbjde bez A a Ze C pojde vtedy, ked
pbjde D. [SudverieSenia: A aB, aebo C aD]

7. MATEMATICKE VETY

Potreba utriedit’ matematické poznatky do bezosporného hierarchického systému je vellmi
stard V tomto smere je zndme Uspedné dielo starogréckeho matematika Euklida s nézvom
Zaklady. Jednotlivé poznatky ("matematické vety") sa tam radia od tych najjednoduchsich,
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najzrejmejSich, prijimanych bez dékazu (hovorime im axiébmy), aZ po tie mengj nazorné,
niekedy aZ prekvapuijuce - a to tym spésobom, Ze sa vyvodzuju jedny z druhych (zloZitejSie
tvrdenia sa dokazuju s vyuzitim jednoduchSich, uz predtym dokézanych tvrdeni).

Téo z&kladnd schéma budovania matematickych ( a nielen matematickych) teorii -
vylepSena a zdokonalend - sa pouziva prakticky dodnes.

Nevyhnutnou sic¢astou kazdej tedrie si predovSetkym definicie, vymedzujuce obsah a
rozsah pouzivanych pojmov; a potom vety - pravdivé tvrdenia, ktoré sa dokazuju spésobom
uzZ popisanym vysSie.

Matematické vety maju ¢asto tvar implikécie A b B (A - predpoklady vety, B - zaver, ¢ize
tvrdenie vety), pripadne ekvivalencie A U B.

Hoci nds matematické tedrie ¢asto ocarivaju krasou svojej logickej stavby a pdsobia vel'mi
"jednoznatne", cestak ich vytvoreniu nebyva ani jednoduchd, ani priamociara. Nevyhnutnou
zloZkou vedeckej prace je tvorba a overovanie hypotéz, ¢o je proces v pripade "prvolezcov"
vysoko néro¢ny na kvalitu myslenia

llustrujme si tato ¢innost’ aspon na jednoduchsSich prikladoch.

Overovanie platnosti hypotéz.

Hypotéza je vyrok, ktory ponika na zaklade zndmych faktov nové zavery. Naj¢astejSie ma
tvar vSeobecného alebo existenéného vyroku. Overit’ hypotézu znamend tito dokazat’, alebo
vyvrétit. O tom, Ze to nie je vzdy jednoduché, sved¢ia niektoré hypotézy, ktoré starocia
odolavali pokusom o dokaz.

Fermat (17. storocie): Pre Ziadne prirodzené ¢islo n>2 nemozno ngjst’ trojicu prirodzenych
¢isel p,q,r, aby platilo: ph + g =rN. (Téo hypotéza bola dokazanar. 1993.)

Goldbach (18. storocie): Kazdé prirodzené ¢islo je sictom nangjvys troch prvocisel.

Priklad 1. Overte pravdivost’ nasledujucich hypotéz. Kazdu nepravdivi hypotézu neguijte.
a) Mozno ngjst’ najst’ najviac jedno redlne ¢islo x, pre ktoré plati (2x)2 = 2xx,
[nie; x=0U x=2; Mozno ngjst’ aspon dve redlne gislax, pre ktoré plati (2x)2 = 2xx, ]
b) Prekazdéredlne ¢islo x plati: x2 < 2x.
[nie; napr. x=3; $xT R x23 2x ]
c¢) Cislo 3/5 mozno zapisat’ najviac &yrmi réznymi spdsobmi. [nie; 6/10, 9/15, 12/20, 15/25,
30/50, ...; Cislo 3/5 mozno zapisat’ aspoi piatimi roznymi spdsobmi.]
d) Pre kazdu dvojicu celych ¢isel a,b plati: |atb|=|al+|b]. [nie; napr. a=3, b=-5; Existuje
dvojicacelych ¢isel a,b, pre ktoré  |at+b|* |a|+|b].]
€) Rovnica x3-x2+2 =0 maaspon jeden realny korefi. [&no; x=-1]
f) Kazdé prvocislo je neparne. [nie; p=2 je pane a je to prvocislo; Existuje parne
prvocislo.]

Priklad 2. Dokéazte nasledujuce hypotézy:

a) SUcet troch za sebou nasledujucich celych ¢isel je delitelny tromi.
[ z+(z+1)+(z+2)] = 3(z+1) = 3k, ki Z]

b) Ak pripoc¢itame k sicinu dvoch za sebou idicich celych ¢isel vacSie z nich, dostaneme
druhd mocninu vé&tSieho cisla
[ 2(z+1)+(z+1) = (z+1)? ]
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Cvicenia.

1. Overte pravdivost’ nasledujucich hypotéz. Kazdl nepravdivi hypotézu neguijte.
a "ad Ra0b at+l/as 2 [&n0]
b) Existuju aspon dve prirodzené ¢isla, pre ktoré plati 2n =n2 .
[ano; n=2, n=4]
c) Kazdy trojuholnik je rovnoramenny.
[nie; Existuje trojuholnik, ktory nie je rovnoramenny.]
d) Existuje trojuholnik, ktory ma aspon 2 vnatorné uhly tupé.
[nie; O kazdom trojuholniku plati, Ze ma najviac jeden uhol tupy.]
e) V kazdom trojuholniku je stcet diZzok 'ubovolnych dvoch jeho strén vassi, ako dizka
tretg) strany. [ano]
f) Existuje redlne ¢islo, ktorého tretia mocninanie je kladna. [ano]
g) Mozno ngjst’ ngjviac pét’ redlnych ¢isel x, pre ktoré plati [x|=-x.
[nie; MoZno ngjst’ aspon 6 realnych ¢isel x, pre ktoré plati: [x|=-X]
h) " nl N: 2+ n+ 17 jeprvogislo.
[nie; napr. n=17; $nl N: n2 + n + 17 nieje prvogisio.]
2. Rozhodnite o pravdivosti nasledujucich hypotéz. Kazdi nepravdiva hypotézu neguijte:
- Korenomrovnice 0.x = 0 je kazdé redlne ¢islo.
Existuje redlne ¢islo x, ktoré je korefiom rovnice 0.x=1.
Kazdé redlne ¢islo x je korenom rovnice 0/x=0.
Existuje préve jedno realne ¢islo x, ktoré je koreiom rovnice x2=0.
Existuje aspon jedno redlne ¢islo x, ktoré je korefiom rovnice Ox=-1.
Neexistuje realne ¢islo x, ktoré by bolo korefiom rovnice 1/x=0.

3. Dokézte platnost’ hypotéz:
a) Sucet &tyroch za sebou nasledujucich celych ¢isel je parny.
b) Sacet druhych mocnin dvoch za sebou nasledujUcich celych ¢isel je neparny.
¢) Rozdiel druhych mocnin kazdych dvoch po sebe nasledujicich neparnych cisel je
delitel'ny 6smimi.
[ (2k+3)2 - (2k+1)2 = 8(k+1) ]

8. OBMENY A OBRATENIA VIET

UZ sme spominali skutocnost’, Ze matematickeé vety maju ¢asto tvar implikécie Ap B.

K takejto vete mozno vzdy formulovat’ takzvani obmenenu vetu tvaru B'P A', ktord je z
hradiska pravdivosti s pévodnou vetou rovnocenna. (Pozri cvicenie 1f) z predchadzajuceho
¢lanku.)

Naproti tomu takzvana obratené veta k vete A b B tvaru BP A mdZe, ale a nemusi mat’
rovnakl pravdivostni hodnotu, ako veta pdvodna

Priklad 1. K danym vetdm vyslovte vety obmenené a obratené. Ak je to mozné, rozhodnite
g o ich pravdivosti.
a) Ak jeuhol a tupy, potom uhol b nie je pravy.
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Obmenena veta: Ak je uholb pravy, potom uhol a nie je tupy.
Obréatena veta: Ak uhol b nie je pravy, potom uhol a je tupy.

b) Ak je p parne prvocislo, potomp = 2. (p)
Obmenena veta: Ak p! 2, potom p nie je parne prvogcislo. (p)
Obréatena veta: Ak p = 2, potom p je parne prvogcislo. (p)

c) Ak c=22/7, potomc > p. (p)
Obmenena veta: Ak ¢ £ p, potomc?t 22/7. ()]
Obréatena veta: Ak ¢ > p, potom ¢ = 22/7. (n)

Matematické vety maju ¢asto tvar kvantifikovanych vyrokov. Pri tvorbe obmenenych a
obréatenych viet sa kvntifikécia zachovava. (Na rozdiel od negécie, kedy sa vzgomne
zamienaju vSeobecny a existencny kvantifikator - ako uz vieme.)

Priklad 2.  Vytvorte obmenu, obratenie a negéciu pévodne vety. Rozhodnite g o
pravdivosti jednotlivych tvrdeni.

Veta: ‘nl N:(6ddinpb 3ddin) (P)
Obmenena veta: nT N:(3nedelinb 6nedelin) (p)
Obréatena veta: ''nl N:(3ddinb 6ddin) (n)
Negacia povodnej vety: $nl N :(6delinU3nedelin)  (n)

Cvicenie. Vytvorte obmeny, obréatenia a negacie nasledujucich viet.
a " nl N: njepanec¢isob n2 jepérneciso.
b) Prevdetky kladné redlne ¢islax plati: x>1p k> 1.
c) O kazdom &tvoruholniku plati: Ak st uhlopriecky 4-uholnika navzgjom kolmé, potom
jeto Svorec.
d) Prekazdy trojuholnik ABC plati: Ak je trojuholnik ABC pravouhly s pravym uhlom
pri vrchole C, potom (pri obvyklom znageni) plati: c2=a2+ b2.
Pomamka. Obmenenl vetu mdzeme vytvorit' g k vete, ktora ma tvar ekvivalencie (podla
tautolégie z bodu 1g) z predchédzajuceho ¢lanku).

9. MATEMATICKE DOKAZY

Ako dokazat’ vetu typu A b B? Formdna matematicka logika hovori o Syroch typoch
dbkazov:

a) priamy dokaz,

b) nepriamy dokaz,

c) dbkaz sporom,

d) dokaz matematickou indukciou.
(Pricom prveé tri typy dokazov mdZzeme vyuzZit' g v inych vedéch, napriklad vo filozofii;
posledny z menovanych je Specificky matematicky).
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Za za&kladny typ dbkazu sa povazuje priamy dbékaz, spocivajuci vo vytvoreni akéhosi refazca
implikécii AP B1,Bip By,.. ,Byb B

anésledného logického zaveru: A b B.

Pravda, nebyva to vzdy také jednoduché a ¢asto musime dielcie implikécie AjP Aj:+q
nahradit implikéaciami typu (A; U C)) P Ai41 , kde Ci je nejaka vhodna veta, uZ predtym
dokézand, alebo nejaké "samozrejmé" tvrdenie, alebo vhodnd konjunkcia niekorkych uz
predtym dokazanych viet a podobne.

Priklad 1. Druha mocnina neparneho ¢isla je ¢islo neparne. Dokézte.
Doékaz.

Preformulujme dané tvrdenie tak, aby malo tvar implikacie:

" nl N: njeneparnecislo P n2 je neparnegislo

[" nT N: A(NP B(n)]

A(n) : njeneparne ¢islo

3

B1(n): n=2k+1, kI Ng
3

Bo(n): n2 = (2k+1)2

3

B3(n): n2 = 4k2+4k+1

3

Ba(n): n2 = 2(2k2+2k)+1
3

Bs(n): n2=2r+1,r1 Ng
3

B(n): n2 jeneparne ¢islo

Priklad 2. Dokézte: " nT N: n3 3P n2-5n+63 0
A(n): n33 UC(n): 3>2
3
B1(n): n3 3Uns3 2
3
Bo(n): n-330Un-230
3
Ba(n): (n-3)(n-2)30 U C3(n): n2-5n+6=(n-2)(n-3)

3
B(n): n2-5n+63 0

Poznamka.
Zapis dokazov v predodych dvoch prikladoch sme volili taky, aby vynikla ich logicka
Sruktdra V praxi zapisy ¢asto skracujeme, napr. v pr. 1 staci zapisat™
n=2k+1, kI Nobp n2=(2k+1)2 = 4k2 +4k +1 = 2(2k2+2k) +1=2r+1, rT Ng
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Dalsim typom dokazu je nepriamy dokaz. Spociva v ddkaze obmenenej vety, ktord, ako je
nédm uz zndme, matu ista pravdivostni hodnotu ako pdvodna veta.

S viacerymi prikladmi na priamy a nepriamy dbkaz sa stretneme v dalSom &udiu
matematiky, napr. v kapitole o delitel'nosti prirodzenych ¢isel.

Tretim typom dbkazu je dékaz sporom. Spociva v tom, Ze z platnosti predpokladov vety a
slcasnej neplatnosti zaveru vety vyvodime logicky sprdvnym postupom "spor" - teda
tvrdenie, ktoré evidentne neplati (napr. je v rozpore s uz predtym dokazanymi tvrdeniami).

Priklad 3. Nech p je danéa priamka a A bod, ktory na nej nelezi. Bodom A mozno viest' k
priamke p najviac jednu kolmicu. Doké&zte!

RieSenie. DOkaz urobime sporom. Nech tvrdenie vety neplati, ¢ize nech za danych
predpokladov mozno viest bodom A k priamke p aspon dve rozne kolmice. Tieto zrgme
pretnd priamku p v dvoch réznych bodoch R,S. Vznikne trojuholnik RSA, ktory ma dva
pravé uhly, ateda sicet velkosti vnutornych uhlov v&ssi ako 180 stupiov - ¢o je v spore s
tym, Ze stcet velkosti vnatornych uhlov v kazdom trojuholniku je 180 stupiov. - Dbkaz je

hotovy.

S dasimi prikladmi dbkazu sporom sa mdzeme stretnit’ v kapitole o delitel'nosti
prirodzenych ¢isel (napr. s "klasickym" Euklidovym dbékazom tvrdenia, Ze prvocisel je
nekone¢ne vel'a), popripade v ¢asti tykajlcej sa ciselnych oborov (tvrdenie o iracionalite
cisa ).

10. DOKAZ MATEMATICKOU INDUKCIOU

Predstavme si akusi "perpetuum mobile babiku", o ktorg plati:

1° Spravila prvy krok.

2° Ak spravi k - ty krok, tak potom spravi aj (k+1). krok ( plati pre v3etky ki N).
MoZeme o ngj vyhlésit, Ze chodi? Zrejme ano. Podl'a 1° spravila prvy krok, podlra 2° teda
spravi g druhy (ked’ prvy, tak g druhy), opét’ podl'a 2° spravi g treti krok (ked’ druhy, tak g
treti), atd’.
Zaver: Bébika chodi.
A teraz si predstavme matematické tvrdenie tvaru:

"nl N: V(n).
PouZzijuc predchédzajlcu analdgiu pre dokaz uvedeného tvrdenia by statilo overit’ dva kroky:
1° Platnost’ uvedeného tvrdenia pre n=1.
2° Patnost tvrdenia
"KI N: V(K) P V(k+1)

Po ich overeni uz staci len vyslovit’ zaver: Pre v&etky prirodzené ¢isla n plati V(n).

Uvedend schéma je z&kladnou schémou dbkazu, ktory sa nazyva dékaz matematickou
indukciou (platnost’ tvrdenia sa podla kroku 2° staby prenésa, "indukuje" z "k" na "k+1").
Vyrokova formu V (k) z kroku 2° nazyvame indukény predpoklad.

16



Priklad 1. V  postupnosti zostavengj postupnym skladanim

6 - uholnikov (pozri obr.) O w m

je pocet vrcholov n- tého obrazca dany vzt'ahom p,= 4n + 2. Doké&zte,
RieSenie. Ddkaz vykoname matematickou indukciou.
1° p,=6, ako mozno 'ahko u prvého obrazca spogditat’;
aplikovanim dokazovaného vztahu pre n=1 dostavame: p1= 4.1+2=6.
Takze pre n=1 tvrdenie plati.
2° Nech pre ngjaké k plati pk = 4k + 2 (indukény predpoklad).
Ako si mozno vaimnut, kazdy nasledujlci obrazec v uvedenej postupnosti ma o
4 vrcholy viac ako obrazec predchadzajuci. Plati teda:
pkti=pk+4=(4k+2)+4=4k+4+2=4k +1) + 2.
Zaver: V uvedeng] postupnosti obrazcov je pocet vrcholov n-tého obrazca dany vyrazom
an+2.
Dokaz je hotovy.

Cvicenia. 1. Urcte pocet vrcholov n-tého
obrazca % postupnosti:

Vyslovte hypotézu a dokazte ju.
2. Uréte pocet cagti, naktoré deli rovinu n priamok, prechadzajucich jednym
bodom. Vyslovte hypotézu a dokézte jul.
3.Doké&zte:  "nl N:
al+2+3+..+n=n.(n+tl)/2
b) 1.2 + 2.3 +... + n.(n+1) = n.(n+1).(n+2)/3

S dasimi prikladmi na dokaz matematickou indukciou sa mozno stretnit’ v rozmanitych
Castiach matematiky - v Ulohéch o delitel'nosti, postupnostiach, v kombinatorike a d’alSich.

ZAVER

Ciel'om predloZenej préace bolo vytvorit' podporné uc¢ebné texty pre vyucovanie zékladov
logiky v l.rocniku gymnazia, ktoré by poskytli vyucujicim (popripade i Ziakom) suhrnny
pohl'ad na dant problematiku a zaplnili tak urcitd medzeru v si¢asnej ucéebnicovej literatlre.
Skutocnost’, Ze aktudlne ucebnice ("klasické" i "alternativne' ) sa matematickej logike
venuju iba "dtrzkovitym" spésobom, vnima znacna cast’ ucitel'skej verejnosti ako negativny
jav. Sklsenosti z vyu¢ovania ukazuju, Ze u casti slabSich Ziakov dochédza k nevhodne)
"méteZi" pojmov, ktorg mozno zabranit' jedine explicitnym oddelenim poznatkov z
matematickej logiky od poznatkov z inych partii matematiky (méme na mysli predov3etkym
tedriu ¢isel, rieSenie rovnic a nerovnic, ale a d'alSie). Na druhej strane uvedenie "logiky v
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kocke" v tvode stredodkolského Studia umozni popri "¢istote”" budovania pojmového aparatu
ogtatnych ¢asti matematiky i budovanie paralel medzi logikou a tedriou mnozin, ¢o mozno
Gcinne zuzitkovat' napr. v tedrii pravdepodobnosti.

Nezanedbatel'nou namietkou proti sicasnému stavu je i fakt, Ze matematicka logika sa
prezentuje "iba' ako nastroj na spresiovanie vyjadrovania a dokazovania v matematike,
pricom je druhy rozmer - aplikovatelnost’ (napr. v logickych obvodoch alebo pri rieSeni
slovnych uloh)- sa zanedbava.

Pri tvorbe predloZenych textov som vychadzala z dlhoro¢nych skdsenosti z vyucovania
(ako svojich, tak aj kolegov v rdmci naSej predmetovej komisie matematiky), pricom som sa
opierala o text pripravovanych vedomostnych &tandardov buddcich maturantov (materiél
SPU), re3pektujic obmedzenia vyplyvajlice zo sicasnej ¢asovej dotécie. Priklady a cvidenia
som volila také, aby na jednej strane poskytli vyucujucemu dostatok cvicebného materidlu,
na strane druhej by v3ak mohli (a mali ) tvorivého ugitela indpirovat’ k tvorbe vlastnych
prikladov podra aktudlnej situacie.

Verim, Ze predloZené texty prispeju svojim skromnym dielom ku skvalitneniu vyuky v
1.ro¢niku gymnazii.
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